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Аннотация 
В статье решена задача оптимального управления величиной входного потока материала 
магистрального конвейера с аккумулирующим бункером. Для описания магистрального конвейера 
использована PDE-model поточной линии. Магистральный конвейер представлен в виде сложной 
динамической распределенной системы. Предложен алгоритм построения оптимального 
управления потоком материала из аккумулирующего бункера. Алгоритм позволяет обеспечить 
минимальное отклонение выходного грузопотока материала от заданного планового значения. 
Синтез оптимальных управлений выполнен с учетом ограничений на размер аккумулирующего 
бункера и ограничения на величину управления. При проектировании оптимальных управлений 
полагается, что скорость конвейерной ленты магистрального конвейера является постоянной. 
Детально анализируется динамика заполнения материалом аккумулирующего бункера для разных 
алгоритмов управления. Представлены варианты точек переключения значения оптимального 
управления. Отдельно анализируются случаи оптимального управления, когда фазовая координата 
не достигает фазовых ограничений и когда фазовая координата находится на фазовом ограничении. 
 
Abstract 
The article solves the problem of optimal control of the input flow of the material of the main conveyor 
with an accumulating bunker. The PDE-model of the production line is used to describe the main conveyor. 
The main conveyor is presented as a complex dynamic distributed system. The proposed algorithm for 
constructing optimal control of the material flow from the accumulating bunker. The algorithm allows 
ensuring the minimum deviation of the output cargo flow of the material from a given planned value. The 
optimal controls were synthesized taking into account restrictions on the size of the accumulating bunker 
and restrictions on the value of the control. When designing optimal controls, it is assumed that the speed 
of the conveyor belt of the main conveyor is constant. The dynamic of filling the accumulating bunker for 
various control algorithms is analyzed in detail. The options for switching points of the optimal control 
value are presented. The cases of optimal control are analyzed separately when the phase coordinates have 
no phase constraints and when the phase coordinates are in phase constraint. 
 
Ключевые слова: конвейер, производственная линия, предмет труда, поточная линия, PDE-модель 
производства, параметры состояния поточной линии, технологическая позиция, переходной период, 
системы управления производством, оптимальное управление, функция Понтрягина, функция 
Лагранжа, дифференциальные связи, аккумулирующий бункер, распределенная система. 
Keywords: conveyor, a subject of labour, production line, PDE-model of the production, parameters of the 
state of the production line, technological position, transition period, production management systems, 
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optimal control, Pontryagin function, Lagrange function, differential constraints, accumulating bunker, 
distributed system. 
 
 
Общая постановка задачи исследования и её актуальность 
Существует два принципиально отличающихся способа управления выходным 
грузопотоком конвейерной линии. Первый способ управления величиной выходного 
грузопотока заключается в регулировании скорости движения конвейерной ленты 
[Шахмейстер и др., 1972; Lauhoff, 2005; Halepoto, et al., 2016; BARTEC, 2020; Pihnastyi, 
Khodusov, 2017]. Второй способ управления величиной выходного грузопотока основан на 
использовании на входе в конвейера аккумулирующего бункера [Разумный, Рухлов, 
Козарь, 2006; Проценко, 2008; Прокуда и др., 2012]. Управление выходным потоком 
осуществляется с определенным запаздыванием посредством изменения величины 
поступающего материала на вход конвейера. Как правило, второй способ управления 
осуществляется при постоянной скорости движения ленты. 
Способ регулировки скорости конвейера используется для снижения потребления 
энергии [Hiltermann, et al., 2011; DIN 22101:2002-08, 2002]. Это связано с тем, что в 
большинстве случаев конвейерные системы функционируют в режимах, значительно 
отличающихся от нормативного. Изменяющаяся во времени величина потока горной 
породы, поступающая на вход конвейера, оказывает существенное влияние на 
неравномерность загруженности ленты вдоль маршрута транспортировки при 
нерегулируемом приводе конвейера [Semenchenko, et al., 2016]. Возможность регулировки 
скорости движения ленты позволяет функционировать транспортной системе в 
нормативном режиме, обеспечивая при этом минимальное значение потребления 
электроэнергии на транспортировку породы единичной массы. 
Согласно стандарту DIN 22101 (Германия) [DIN 22101:2002-08, 2002] ожидается, что 
потребление энергии ленточного конвейера будет уменьшено. При этом существенно 
возрастают потенциальные риски выхода из строя элементов ленточных конвейеров из-за 
частого перехода из одного режима скорости движения ленты в другой режим скорости 
[conveyorbeltguide, 2020], что приводит к значительным финансовым затратам. В 
переходных режимах изменение скорости движения конвейерной ленты приводит к 
натяжению ленты, что является основной причиной разрыва ленты в области сращивания 
(рис.1), [conveyorbeltguide, 2020]. При проектировании транспортной системы необходимо 
учитывать и другие риски, возникающие в результате функционирования конвейерной 
линии в переходном режиме: проскальзывание ремня вокруг приводного шкива; утечка 
материала в сторону от ремня; перегрев двигателя. 
 
 
Рис. 1. Выход из строя транспортной системы в результате повреждения ленты конвейера 
Fig. 1. Failure of the transport system as a result of damage to the conveyor belt 
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Наряду с наличием потенциальных рисков разрушения транспортной системы 
важной проблемой является динамический анализ транспортных систем с режимом 
регулирования скорости движения ленты и без режима регулирования скорости 
[Шахмейстер, Дмитриев, Лобачёва, 1972]. Сложность динамического анализа проявляется 
в том, что конвейер с движущейся горной породой вдоль транспортного маршрута – это 
распределенная система с рядом ограничений, среди которых немаловажным является 
ограничение по максимальной удельной линейной нагрузке на конвейерную ленту и 
ограничение по максимальному объему транспортируемой массы [Шахмейстер, Дмитриев, 
1978]. Конвейерная система является статистически неопределенной. Статистическая 
неопределенность заключается в неопределенности величины поступающего потока 
породы на вход конвейера (неопределенность граничных условий), что требует при расчете 
конвейерной линии использовать вероятностные методы [Шахмейстер, 1983]. 
В настоящей работе основной упор сделан на построение оптимального управления 
грузопотоком магистральной конвейерной линии, оснащенной аккумулирующим 
бункером. При использовании системы транспортировки горной породы к портовому 
терминалу [Shanghai Keda Heavy Industry Group, 2020] (рис.2) грузовой поток материала на 
выходе конвейера должен изменяться в зависимости от количества и объема загрузочных 
емкостей сухогрузов, а также графика подачи сухогрузов на загрузку.  
 
 
а)                                                                 б) 
 
в)                                                                 г) 
Рис. 2. Панорама портового ленточного конвейера: 
Fig. 2. Panorama of the port belt conveyor: 
а) Shanghai Port, Luojing Phase II ore terminal; б) Inner Mongolia Shenhua Group Wanli Burte 
conveyors; в) Rubber belt conveyors for the phase I, II, and III projects of the Raw Material Factory, 
Baosteel Group; г) Belt conveyors in the Phase II Project of Jiangsu Dafeng Port. 
 
Это достигается за счет того, что входной поток материалов поступает в 
аккумулирующий бункер. Управление потоком, выходящим из аккумулирующего бункера 
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и поступающим на вход конвейерной линии, позволяет сформировать требуемый 
грузопоток на выходе с транспортной системы. 
При построении оптимального управления грузопотоком магистральной 
конвейерной линии предполагается, что скорость конвейерной ленты постоянна. 
Возможность регулировать скорость движения конвейерной ленты отсутствует. На рис. 2 
представлены современные портовые ленточные конвейеры, требуемый выходной 
грузопоток с которых может быть обеспечен наличием аккумулирующего бункера и 
системой управления поступления горной породы на вход транспортной системы [Shanghai 
Keda Heavy Industry Group, 2020]. 
В качестве аккумулирующего входного устройства может быть использован 
спиральный накопительный конвейер, принципиальная схема которого представлена на 
рис. 3. Применение таких аккумулирующих устройств обосновано для организации 
технологических маршрутов, которые требуют одновременной аккумуляции и 
перемещения продукции в производственном процессе в вертикальном и горизонтальном 
направлении. Поступление материала с аккумулирующего устройства на вход основного 
магистрального конвейера осуществляется посредством регулирования скорости движения 
ленты в спиральном конвейере. 
 
Рис. 3. Принципиальная схема спирального накопительного конвейера  
Fig. 3. Schematic diagram of a spiral accumulate conveyor 
 
Постановка проблемы и формулировка цели статьи 
Целью настоящей статьи является построение распределенной модели 
магистральной конвейерной линии и определение оптимального управления грузопотоком 
магистральной конвейерной линии, оснащенной аккумулирующим бункером. При этом 
выделим отдельные задачи: 
а) построение модели распределенной транспортной системы с входным 
аккумулирующим бункером;  
б) постановка задачи  оптимального управления потоком на входе конвейерной 
линии с аккумулирующего бункера; 
в) синтез оптимальных управлений состоянием материалов в емкости 
аккумулирующего бункера и зависимости оптимального значения емкости от 
протяженности транспортной системы. 
 
Модель конвейерной линии 
Конвейерные системы являются разновидностью производственных систем с 
поточным методом организации производства. Отличительной особенностью конвейерных 
систем является то, что элементы перемещаются вдоль маршрута транспортировки в 
синхронизированном темпе с одинаковой скоростью, равной скорости движения ленты 
конвейера. Модель поточной линии в одномоментном приближении может быть 
представлена в виде [Pihnastyi, 2018]: 
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    S)(t,χS)(t,χ 11  ,                          (2) 
при начальных  
  )( )0(0 SS,χ  ,            (3) 
граничных условиях на входе поточной линии 
  )( )0(1 tt,χ  ,         (4) 
где dS  – координата технологической позиции для заключительной операции;    St,0 , 
   St,1  – плотность распределения и темп обработки предметов труда в момент времени 
t  на технологической позиции, характеризующихся координатой  dSS ,0 . )(S  – 
начальное распределение предметов труда вдоль технологического маршрута,   S)(t,χ 1  – 
нормативный темп обработки предметов труда на технологических позициях, 
определенный в технологической производственной документации (является заданным) 
)(t  – темп поступления предметов труда на вход поточной линии. 
Конвейерная линия представляет собой разновидность поточной линии. 
Принципиальная особенность моделирования конвейерной линии для промышленного 
предприятия заключается в том, что предметы труда, расположенные на конвейерной 
ленте, движутся с одинаковой скоростью. Этот факт позволяет записать систему уравнений 
(1)-(4) в следующем виде [Pihnastyi, Khodusov, 2017]: 
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S   dSS ;0 .        (7) 
Потоковые параметры   S)(t,χ 0  и   S)(t,χ 1  связаны между собой коэффициентом 
)(taa  (метр/час), который определяет скорость движения ленты конвейерной линии. 
Правая часть уравнения (5)   (t)S   учитывает источник поступления материала на первую 
технологическую операцию ( 0S (метр)),  S –дельта функция. Интенсивность 
поступления горной породы на конвейерную линию представлена функцией (t) , 
характеризующей мощность линии  (тонна/час). В начальный момент времени 0t   (час) 
на конвейерной линии находится материал, который распределен по ленте с линейной 
плотностью   )0(0 S,χ  (тонна/метр).  Функция  S  определяет место поступления 
материала на конвейерную линию: 0S . Система уравнений (5), (6) является замкнутой 
относительно потоковых параметров   S)(t,χ 0  и   S)(t,χ 1 . Условие замыкания (6) отражает 
особенность функционирования конвейерной линии, заменило условие (2) в системе 
уравнений (1)–(4). Следует заметить, что условие (2) для проектирования поточных линий 
в одномоментном описании является приближенным [Пигнастый, 2007]. Точность 
приближения определяется количеством mN  предметов труда, которые находятся в 
межоперационных заделах перед каждой из m–ой технологической операцией. При 
mN  приближенное равенство (2) переходит в точное равенство. Таким образом, 
условие (6) позволяет построить точное решение системы уравнений (5)–(7) относительно 
потоковых параметров   S)(t,χ 0  и   S)(t,χ 1 . 
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Разобьем технологический маршрут протяженностью dS  на M участков 
1 mmm SSS , 00 S . Проинтегрируем уравнение (5) в пределах участка длиной mS  
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уравнение (8) может быть представлено в следующем виде 
  (t))S(t,χ
dt
dN
 11
1 ,     0111   )S(t,χ)S(t,χ
dt
dN
mm
m ,   001 )(t,χ . (12) 
Условие   001 )(t,χ  свидетельствует о том, что при условии отсутствия источника 
поступления материалов ( (t) =0), поток материалов на входе  конвейерной линии равен 
нулю. Если участок  mS  соответствует m-ой технологической операции производственной 
поточной линии, то уравнения (10)–(12) определяют изменения состояния 
межоперационных заделов перед m-ой технологической операцией. Система уравнений 
(12) наглядно демонстрирует, как влияет величина интенсивности источника (t)  
поступления материалов и его месторасположение на состояние межоперационных заделов 
вдоль технологического маршрута производственной линии. 
Принципиальная схема магистральной конвейерной линии с аккумулирующим 
бункером на входе представлена на рис. 4 [conveyorbeltguide, 2020]. Поток горной породы 
должен поступать на вход конвейерной линии от аккумулирующего бункера с 
интенсивностью, необходимой для обеспечения требуемого заданного грузопотока на 
выходе. Дополним систему уравнений (5)–(7) уравнением, моделирующим работу 
аккумулирующего бункера: 
(t)(t)
dt
(t)dN
b  
0 , startN)(N 00 0  , bNN  00 , max0   (t) , (13) 
(t)N0 –текущее состояние количества материалов в аккумулирующем бункере емкостью 
bN . Поток материалов на вход в аккумулирующий бункер (t)b  является известным. Также 
будем полагать, что задан требуемый поток )(t  на выходе с транспортной системы, 
который определен графиком отгрузки породы потребителю. Представим систему 
уравнений (5)–(7),(12) в безразмерном виде. Состояние параметров конвейерной линии 
будем описывать безразмерными переменными [Pihnastyi, Khodusov, 2017]: 
dT
t
 ,   
dS
S
 ,    (14) 
 


)(
)( 00
St,χ
, , 



)(
)(
S
 , 


dS
n
 (t)N
)( 00  , 


d
d
S
T
t
 
)()(  , 


d
d
S
T
t
 
)()(  ,  


d
d
bb
S
T
t
 
)()(  ,   (15) 
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d
d
S
T
tag )()(  , 







)(
),(max
ta
(t)
S

, )()( SSd  , )()( SHH  . (16) 
Полагаем, что при остановке конвейерной линии 0)( ta  интенсивность 
поступления материалов (t) =0. Значение погонной нагрузки на конвейерную ленту не 
должно превышать предельно-допустимого значения    0max0 )( χSt,χ  , что и определяет  
предел для отношения    0max0 )0(
)(
χt,χ
ta
(t)


. Это позволяет определить промежуток 
времени  0maxχ
t , в течение которого погонная нагрузка в окрестности позиции S=0 
достигнет предельного значения  0maxχ  
 
   
(t)
Sχ
t
χ
χ

0max
0max
0max 
 ,     (17) 
где  0maxχS
 – протяженность пятна контакта насыпного материала с конвейерной лентой 
при остановке конвейера и продолжающемся поступлении материала из аккумулирующего 
бункера. Используемое ограничение    0max0 )( χSt,χ   позволяет утверждать, что после 
перезапуска линии конвейер сможет функционировать в нормативном режиме. Следует 
обратить внимание на то, что при количественном значении безразмерной величины 
0.1)(0 n  при  0maxχ аккумулирующий бункер содержит такое количество 
материала (t)N0 , которое позволит заполнить конвейерную линии по всей длине с 
максимально допустимой нагрузкой  dS (t)N0 . 
С учетом введенных обозначений (14)–(16) уравнение баланса потоковых 
параметров конвейерной линии записывается в безразмерном виде [Pihnastyi, Khodusov, 
2017]: 
  )(
)(
)(
)( 00 










 ,
g
,
,    (18) 
)()(H )0(0  , ,      (19) 
)()(0   b
dt
(t)dn
,     (20) 
startn)(n 00 0  , bnn  )(0 0  , max)(0   .  (21) 
Решение системы уравнений (5)–(7) с использованием безразмерных обозначений из 
(14)–(16) представлено в [Pihnastyi, Khodusov, 2017]. Принимая во внимание полученное 
решение, запишем (18)–(19) в виде 
)(0  , =   
)(
)(
)()(






g
GHH  +    )()(   GGH  ,  (22) 
  dgG )()( ,    
 )(1 GG ,     (23) 
)()(0   b
dt
(t)dn
,      (24) 
startn)(n 00 0  , bnn  )(0 0  , max)(0   .   (25) 
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Рис. 4. Принципиальная схема магистральной конвейерной линии 
Fig. 4. Schematic diagram of the main conveyor line 
 
При управлении транспортным потоком с конвейерной линии, на которой 
присутствует аккумулирующий буфер, будем полагать скорость движения ленты 
постоянной constgg  0)( . Предполагается, что имеется  возможность остановить 
конвейер при синхронном прекращении поступления материалов на его вход. Для 
постоянной скорости движения ленты конвейера 
 0)()( gdgG        (26) 
следует 
 
00
0
0
1 )()(
gg
g
g
G
GG



 



  ,   (27) 
)(0  , =   
0
0
0)(
g
g
gHH












 +     00 ggH  . (28) 
Выражение (28) определяет состояние плотности распределения материала )(0  ,
вдоль маршрута транспортировки в произвольный момент времени  . Остановим свое 
внимание на исследовании функционирования транспортной системы для времен 
0g

  . 
Это позволит представить решение (28) в упрощенном виде 
)(0  , =
0
0
g
g 










,  
0g

  , 00 g .  (29) 
Для того, чтобы определить в произвольном месте маршрута   величину линейной 
плотности  )(0  ,  в момент времени  требуется знать значение входного потока 
материалов на конвейерную линию (t)  в момент времени 
0g

  , которое 
фиксируется измерительно-весовой аппаратурой конвейерной линии. Взаимосвязь между 
значениями величины линейной плотности  )(0  ,  в произвольных точках транспортного 
маршрута 1  и 2  при постоянной скорости движения конвейерной ленты детально 
исследована в [Старков, 2000]. Принимая во внимание уравнения (26), (29), систему 
уравнений (22)-(25) приведем к виду: 
)1(0 , =
 
0
0/1
g
g
, max)(0   ,   (30) 
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)()(0   b
dt
(t)dn
,      (31) 
startn)(n 00 0  , bnn  )(0 0  .     (32) 
что позволяет определить потоковые параметры на выходе конвейерной линии 1 . Поток 
материалов на выходе с конвейерной линии )1(1 ,  при постоянной скорости движения 
ленты определяется произведением 0g и )1(0 ,  
)1(1 , =
 
 0
0
0
000 /1
/1
)1( g
g
g
g,g 

 

 ,   (33) 
 
Задача оптимального управления потоком материала, поступающего  
из аккумулирующего бункера на вход конвейерной линии 
Сформулируем задачу построения оптимальной программы управления потоком 
материала )()(  u , поступающего на вход конвейерной линии из аккумулирующего 
бункера для установившегося режима работы конвейерной линии (22)–(25): определить 
выход продукции )1()1( 001 ,g,    с конвейерной линии в течение промежутка времени 
 k ,0 при непрерывном управлении потоком материала )()(  u , поступающего с 
аккумулирующего буфера на вход конвейерной линии,  который приводит к минимуму 
функционал 
min)()1(
0
1  
 k
d,      (34) 
при дифференциальных связях (18), (20) 
  )(
)()( 0
0
0 




u
,
g
,






,    (35) 
)()(0  u
dt
(t)dn
buffer  ,     (36) 
ограничениях на линейную плотность (21) 
0max0 )(0   , ,      (37) 
ограничениях на величину материала в аккумулирующем буфере (21) 
bnn  )(0 0  ,       (38) 
ограничениях на величину потока материалов, поступающего из аккумулирующего буфера 
(21) 
max)(0   ,       
ограничениях на управление 
maxmin )( uuu   , maxmaxminmin <)(< uu       (39) 
и начальных условиях  (19), (32) 
)()(H )0(0  , ,      (40) 
startn)(n 00 0  .      (41) 
Переформулируем задачу (34)–(41), принимая во внимание решение уравнения (30) 
)1(1 , =  0,/1 01 g : определить выход продукции )1(1 ,  с конвейерной линии в течение 
промежутка времени  k ,0 при непрерывном управлении потоком материала 
)()(  u , поступающего с аккумулирующего бункера на вход конвейерной линии, 
который приводит к минимуму функционал 
min)/1()0(
0/1
0
01 


 gk
dg, , ,/1 0gk     (42) 
                                                                  Экономика. Информатика                  2020. Том 47, № 1 
 
144  
 
при дифференциальных связях, основанных на системе уравнений (30)–(32) 
)()(0 


u
d
)(dn
b  ,  )0(1 , =  u ,   (43) 
ограничениях на линейную плотность 
0max0 )(0   , ,          (44) 
ограничениях на состояние величины материала в аккумулирующем буфере 
bnn  )(0 0  ,      (45) 
ограничениях на управление 
max)(0   u , maxmaxminmin <)(< uu           (46) 
и начальных условиях 
startn)(n 00 0  .     (47) 
Функция Понтрягина и сопряженная система имеет вид [25]: 
    max)()()/1( 10   uguH b ,       (48) 
0
0
1 

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n
H
d
d


,  0)( 01  k .                   (49) 
Так как условие )(n k0  не задано, то 0)( 01  k . Введенный критерий качества 
(42) соответствует исходному критерию качества (34): 
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g
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0/1
0
01 )()0/1(  
Наличие константы A  свидетельствует о том факте, что в случае постоянной 
скорости движения конвейерной ленты constg 0  на интервале  01/  ,0 g критерий 
качества инвариантен относительно управления )(u  входными параметрами конвейерной 
линии. На этом интервале выходной поток с конвейерной линии является неуправляемым. 
 
Синтез оптимальных управлений 
Для синтеза оптимальных управлений зададим вид функций )(  и )( b . Положим, 
что материалы поступают в буфер с постоянной интенсивностью 1)(  b . Вид функции 
)(  определим как  )sin(1)(   . При отсутствии фазовых ограничений (45) 
оптимальное управление определяется  значением функции )(  в момент времени 
)/1( 0g    
    00 /1sin1)/1( ggu   ,            (50) 
так как из интегрирования уравнения (49) следует 0)(1  const .  
Это позволяет записать функцию Понтрягина в сокращенной форме 
  max)(/1 0   guH .     (51) 
Получим для оптимального управления динамику изменения состояния запаса 
материалов )(n 0  в аккумулирующем бункере. С учетом (50) уравнение (43) будет иметь 
вид 
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,             (52) 
где 00 /1 g  – величина опережения. Значение функции )(  в момент времени )( 0   
известно, определяется, например, планами загрузки материалами поступивших на 
загрузку сухогрузов. Используя теорему опережения оригинала  
 








 
 

 defpFef p
p
0
0
0
0 )()( , 
найдем изображение функции   0sin   : 
    










 
 




 de
p
e p
p
0
0
0
220
sinsin = 
=
         
       
     
     
     
 
    
.
sincos
sin
;sinsin
1
cos
1
sinsin1cos
1
sin)(sin1cos
1
sin1cos
1
cos1cos
1
coscos
1
cos
1
sin
22
00
0
0
2
2
020
0
00
0
0
0
0
0
0
0
0
0
00
000
0
00
0
00
0
0
0
0
0
0
0
0
0
00
































































































































p
pee
de
de
p
e
p
e
depe
p
e
depe
p
e
de
p
edepe
depedede
pp
p
ppp
ppp
ppp
pppp
pppp
= 
=
    













22
00
22
sincos 00
0






p
pee
p
e
pp
p
=
   
22
00 sincos




p
p
. 
Запишем решение уравнения (52) в изображениях [Араманович, Лунц, Эльсгольц, 
1968; Старков, 2000] 
   
22
00
00
sincos
)(





p
p
nppN start , 
 
 
 
22
0
22
00
0
sincos
)(








pppp
n
pN start . (53) 
Принимая во внимание, что 
1
1

p
, 
 
  

cos1
11
222

pp
,   

sin
11
22

p
, 
решение уравнения (52), (53)  примет окончательную форму (рис.5) 
        00200 sinsin
1
coscos1
1




  startn)(n = 
          0000 sinsincoscos1cos1 



 startn = 
    000 cos1cos1 



 startn     (54) 
Выражение (54) определяет решение задачи оптимального управления 
аккумулирующим буфером при отсутствии фазовых ограничений на )(n 0  при 
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оптимальном управлении (50). Для определенности будем полагать, что скорость движения 
конвейерной ленты 10 g , откуда 1/1 00  g  и следовательно 
 



cos1
00

 startn)(n  .       
Функция )(n 0  принимает значение в диапазоне  


2
000  startstart n)(nn . 
Очевидно, что при  
bstart nn)(n 


2
0 00      (55) 
решение с фазовыми ограничениями (45) будет совпадать с (54). 
Предположим, что в момент времени   условия  )(n 00   или bn)(n 0  не 
выполняются. С учетом обозначений (48), Лагранжиан запишем следующим образом 
[Понтрягин, Болтянский, Гамкрелидзе, 1983] 
  0201 nnnHL b      020110 1)( nnnuu b   , (56) 
01  , 001 n , 02  ,   002  nnb , 10  . 
u
d
dn
10

,  21
0
1 






n
H
d
d
,   0)( 01  k .  (57) 
Максимум функции Понтрягина (48) при  buffernn  )(0 0   может достигаться на 
конечных значениях )(u : 
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

  (58) 
Функция Понтрягина (48) будет иметь вид 
    max)(11)( 10110   uuuH ,  )()( 0 u ; 
  max)(1 011   uH ,  -   )()( 0 u ; 
    max)(11)( 10110   uuuH , )(<)( 0 u . (59) 
Последовательно рассмотрим возможные варианты с уравнениями для связей и 
сопряженными с ними. 
а)       11  maxu . Движение начинается при величине управления max)0( uu   и 
параметрах 101 )0(   , startn)(n 00 0     
max
0 1 u
d
dn


,   21
1 



d
d
.     
Решение системы уравнений  
 startn)(n 00  0,    1101 )(  ,     
если величина запасов в бункере находилась нижнем ограничении, и 
 max00 un)(n start  ,  101 )(   ,   
1
0
max
0
1


u
n start ,   
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в противном случае. При 
1max
0
1


u
n start  значение фазовой переменной )(n 0  достигнет 
нижнего ограничения  010 )(n   и  останется на нем 
)(n 0 0,    11101 )(   ,     
и условие 0)( 01  k  не будет выполнено (рис.6). Это противоречит предположению о 
существовании решения и принципу максимума. 
 
 
 
a)       б)     
Рис. 5. Динамика изменения количества материала в бункере (a – для начальных состояний  
0..10i i,0.15+0.650 startn ; б – для  0.2,5.1,0.1,5.00  , 00 /1 g ) 
Fig. 5. Dynamics changes in the amount of material in the hopper (a – for initial conditions 
0..10i i,0.15+0.650 startn ; b – for  0.2,5.1,0.1,5.00  , 00 /1 g ) 
 
б)     1>1  minu . Аналогично предыдущему случаю, условие 0)( 01  k  не 
будет выполнено (рис.6).  
в) 01 1   ,    10 1  содержит допустимое решение для )()( 0 u . 
Действительно, например, для )()( 0 u  из (59) следует minuu  . Но это 
противоречит исходному условию )()( 0min   uu  в силу (46), где min0 )( u . 
Вариант 01   также приводит к оптимальному управлению min0 )( u  . 
г) 11  . Начальное управление должно быть выбрано таким образом, чтобы 
нижнее ограничение не было достигнуто первым. В противном случае, достигнув нижнего 
ограничения первым, фазовая координата 0n останется на нижнем ограничении. Это 
накладывает условие на управление u>1 . 
д)    11  . Для данного случая в силу аналогичных рассуждений, начальное 
управление должно быть выбрано таким образом, чтобы верхнее ограничение не было 
достигнуто первым. В противном случае, достигнув верхнее ограничение первым, фазовая 
координата 0n останется на верхнем ограничении. Это накладывает условие на управление 
u<1 . 
Семейство фазовых траекторий )(n 0  представлено на рис. 7–9. Семейство фазовых 
траекторий отвечает критерию качества управления (34). Рис. 7 демонстрирует алгоритм 
управления: при старте конвейерной линии используется управление )()( 0 u . 
Достигнув верхнего ограничения, происходит переключение управления 1)( u . Это дает 
возможность обеспечить постоянную величину материалов в бункере bnn )(0  . Бункер 
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полностью заполнен. Излишнее количество материалов подается на вход конвейерной 
линии. Подача сырья превышает потребности )(>)( 0 u . Дальнейшее увеличение 
потребности во входном потоке приводит к тому, что фазовая переменная )(n 0  сходит с 
фазового ограничения bnn )(0  . Количество материала в бункере уменьшается. 
Выдерживается управление  )()( 0 u  до того момента, пока не достигнуто нижнее 
ограничение 0)(0 n . Достигнув нижнего ограничения  используется  управление 1)( u . 
Весь материал, поступающий в бункер, подается на вход конвейерной линии, 
)(<)( 0 u . Такое управление выдерживается до тех пор, пока потребность в 
материале не достигнет точки выхода с фазового ограничения. Рассмотренный цикл 
повторяется.  Окончательно алгоритм управления можно сформулировать следующим 
образом: 1)( u  для фазовых ограничений и )()( 0 u  за пределами фазовых 
ограничений. Следует заметить, что на фазовых ограничениях происходит изменение 
сопряженной переменной )(1  , 0
1 


d
d
. На рис. 8 демонстрируется алгоритм 
управления, когда точки переключения управления выбраны таким образом, чтобы 
избежать достижения верхнего и нижнего ограничения для фазовой переменной )(0 n . 
Начальное движение осуществляется с точек  1.0 ;2.0  ;3.0)0(0 n  с постоянной начальной 
интенсивностью 5.1)0( u поступления материалов на вход конвейерной линии. Это 
обеспечивает выход для )(0 n на фазовую траекторию, которая касается ограничения в 
своей верхней точке. Выдерживается управление )()( 0 u  до того момента, пока не 
окажется целесообразным осуществить переход на фазовую траекторию, которая касается 
ограничения в своей нижней точке. Переход на фазовую траекторию выполняется с 
управлением 0)( u . Оказавшись на новой фазовой траектории, выдерживается 
управление )()( 0 u  до следующей точки переключения. 
 
 
Рис. 6. Количество материала в бункере для  11   и  1>1  
Fig. 6. The amount of material in the bunker for and 11   и   1>1  
 
Алгоритм управления можно сформулировать следующим образом: используем 
5.1)( u  для перехода на фазовую траекторию,  которая касается верхнего ограничения и 
0.0)( u  для перехода на фазовую траекторию,  которая касается нижнего ограничения. 
Управление между переходами выдерживается )()( 0 u . Обратим внимание на то, 
что при 0)0(1   на фазовых траекториях также будет выдержано  0)(1  . Алгоритм 
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управления, определяющий поведение фазовой переменной )(0 n  на рис. 9, аналогичен 
алгоритму, определяющему поведение фазовой переменной )(0 n  на рис. 8. Отличие 
состоит в том, что все переходы выполнены при оптимальном управлении 0.1)( u . 
Алгоритм управления  0.1  );( 0  uu   сходен с алгоритмом рис. 7. При одинаковых 
выборах управления для фазовых траекторий )( 0 u  и переходов 0.1)( u  точки 
переключения управления расставлены таким образом, что удалось избежать выход на 
верхнее и нижнее ограничения. 
 
 
Рис. 7. Количество материала в бункере при переключении управления  на фазовых ограничениях 
Fig. 7. Amount of material in the bunker when switching control at phase restrictions 
 
 
 
Рис. 8. Количество материала в бункере при переключении управления  за пределами фазовых 
ограничений 
Fig. 8. Amount of material in the hopper when switching control outside phase limits 
 
Определим затраты, которые характеризуют переход с фазовой траектории, которая 
касается верхнего ограничения, на фазовую траекторию, которая касается нижнего 
ограничения. Уравнение траектории, на которую требуется перейти 
  



1
)()( 010101 d)(n)(n b . 
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Переход осуществляется по траектории 
  



1
)()(10202 du)(n)(n b , 
которая определяется управлением )(u . В любой момент времени 1  для этих траекторий 
справедливо const)(n)(n)(n  10102102  . В момент окончания перехода 
)(n)(n  0102  . Это позволяет записать  
 )(n)(n  0102     





11
)()()()( 0101102 d)(ndu)(n bb =0, 
откуда 
  



1
)()( 010102102 du)(n)(n)(n . 
Так как переход осуществляется как в прямом, так и в обратном направлении, то 
разница по модулю )(n 10   постоянна 
  



1
)()( 010 constdu)(n . 
Последнее выражение является следствием, вытекающим из заданного критерия 
качества (34). Произвольность выбора момента времени 1 определяет произвольность 
выбора точек переключения управлений, что определяет множество решений задачи. 
 
 
Рис. 9. Количество материала в бункере при управлениях 
Fig. 9. The amount of material in the hopper for controls 0.1  );( 0  uu   
 
Выводы 
В работе проведен анализ PDE-модели конвейерной транспортной системы и 
синтезировано семейство оптимальных управлений потоком материалов, поступающего с 
аккулулирующего бункера на вход  конвейерной транспортной системы. 
Определен критерий качества управления выходным потоком с конвейерной линии 
и выполнена постановка задачи оптимального управления транспортной системой. 
Проведен анализ допустимых решений задачи управления.  
Представленные в работе результаты позволяют сделать следующие выводы: 
– системы управления выходным потоком конвейерной линии с аккулулирующего 
бункера на входе может иметь большое количество алгоритмов; 
Экономика. Информатика                    2020. Том 47, № 1 
 
 
151 
 
– точки переключения оптимального управления определяются из большого 
множества допустимых решений из практических соображений; 
– множество допустимых оптимальных управлений определяется размером 
аккумулирующего бункера.  
Перспективами дальнейших исследований является: 
– синтезировать оптимальные управления для конвейерной системы с входным и 
выходным аккулулирующим бункером. 
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